EXERCICES DE REVISIONS : ANALYSE COMPLEXE-CHAPITRE V

Série de Laurent

La série de Laurent en z = zy d’une fonction f(z) holomorphe dans un domaine D
sauf au pole z = z; est
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Les coefficients a,, de Laurent sont donnés par

1
an = %i%c(z—fi’(i))”“dz. (C un contour fermé autour de zp.)

f(z) =ao+ai(z —20) +as(z — 20)* + ... +

2o est appelé un pole d’ordre k si (z — 29)* f(2) est holomoprhe et lim (z — 20)* f(2) est finie et # 0.
z— 2o
Une singularité en zy est dite enlevable si lim f(z) est finie ou bien lim (z — zg)f(2)= 0.
z—20 z—20

Une singularité en zy est dite essentielle si la série de Laurent contient une infinité de termes singuliers.
Pour développer rapidement une fonction en série de Laurent sans calculer les coefficients
an, il est utile de connaitre quelques développements usuels de Taylor

s = Z(:l)”z” =1 —z + Z: — 23+ (Valide pour |z| < 1.)
=Y =1 ;tfl—l— &+ %3—&— e (Valide pour tout z.)
sinz = Z(—l)”m =z—F+5H— (Valide pour tout z.)
cosz = Y (—=1)" éf:)! =1- ZQ—T + % - .. (Valide pour tout z.)

Rappel: Le développement de Taylor en z = zy est f(z) = f(z0)+f(20)(z — zo)—i—%(z — 20)%+...

Calcul des Résidus

Le coefficient a_; du développement en série de Laurent est appelé résidu
de la fonction au péle z = zy. Il est donné par

. ) 1 dkfl
a_1 = Reés. = Zlirgom TRT

(z — 20)Ff(2)|. (si zo est un pole d’ordre k.)

Théoréme des Résidus

Si la fonction posséde plusieurs podles a I’intérieur d’un contour C

j{f(z)dz =27i(D>_Rés.) Ou (D _Rés.) est la somme des résidus aux poles.
c

Calculs d’Intégrales Réelles par les Complexes

Au lieu de calculer une intégrale réelle directement, on calcule plutét 1’intégrale
complexe en choisissant un contour adéquat.
(Cette méthode est parfois dite Complexification comme on l’a appelée en Physique.3)
Les plus stimples intégrales de contour sont

j;o f(x)dz — 1) fo f(z)dz avec C =

2) Utiliser le théoreme des résidus, puis prendre R— oc.

z4 271 z—z71 dz

fOQﬂ f(cosf,sinf)dd — 1) Poser z = €. cosf = sinf = ; dHZE.

2) Calculer §, f(z)dz avec le théoréme des résidus on C' = @

!/
Rappel de la régle de L’Hoépital: lim f2) = lim ! (Z) (¢'(z) #£0)

220 g(z) 220 g’(z)
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